Numeros Reais



Trigonometria Hiperbolica

Definimos Co-Seno Hiperbodlico de z (cosh ),
Seno Hiperbdlico de z (sinhz), Tangente
Hiperbodlica de = (tanhx) e Cotangente Hi-
perbolica de = (cothx), a partir das seguintes

equacoes:
coshx = % '
. _et—e %,
Sinhx = 5
- 2y (1)
—_— SIhnx _ es~"—1.
tanhz = % = 21
__coshz __ €241 _ 1
cothz = Ssinhx ~— e22—-1 -~ tanhzx

Note-se que coshxz, sinhxz e tanhx sao defi-
nidas para qualquer x € R mas cothx nao é
definido para x = 0.



Para obter

cosh0=1,sinh0O=0, tanh0 =20

basta substituir  por O nas formulas anterio-
res.

Temos as seguintes consequéncias da definicao:

(i) coshx > 0, pois e* > 0 para todo z € R;

(ii) |sinhz| < cosh x, pois a soma de dois numeros
posSitivos é sempre superior a sua diferenca;

sinh
(iii) |tanhz| = M < 1, para todo =z € R
cosh x



Temos ainda as seguintes propriedades.

x#=0 = coshz > 1
x <0 = sinhz <0 A tanhz €] —1,0]

A cothz €] — oo, —1]
x>0 = sinhz >0 A tanhz €]0,1]

A cothz €]1, oo

Para obter
cosh(—xz) = coshz, sinh(—z) = —sinh z,
tanh(—z) = —tanhz, coth(—xz) = — cothx

basta substituir x por —z nas formulas (1).



Iremos agora estabelecer as principais formulas
da trigonometria hiperbdlica.

coshxz 4+ sinhx = e*
coshx —sinhx = e %
cosh?z —sinh?2z =1
1 — tanh? 1
T = cosn?z
coth?z —1

1
sinh? z (2)




1 : tanhx
sinhx =
Vi1—tanh?z V1—tanh?z

(3)

CoOShx =

Como tanhz €] — 1,1[ entdo 1 — tanh?z > 0.
Por outro lado, como coshx > 0 vem:

v'cosh? z = cosh .

Logo da quarta formula de (2) vem

1
J1—tanh2z = = coshx =
coshzx \/1 _ tanh2 2
Como sinhx = tanh xz cosh xz entao
tanh
sinhx = v

\/1 — tanh2:1:'



cosh(x + y) = cosh z coshy + sinhxsinhy
sinh(xz 4+ y) = sinhx coshy + cosh zsinhy

__ tanhzxz+4tanhy
tanh(x +y) = %itaﬁﬁxta{‘{,‘y
_ coth z cothy
coth(z +¥) = 5tz tcothy
(4)
cosh 2z = cosh? z 4+ sinh? ¢
sinh 2x = 2sinh x cosh x
__ 2tanhzx
tanh 2z = 1—|—tanh§x
__ 14coth<zx
Coth 2z = “5=5¢p 7 (5)

Estas formulas obtém-se das anteriores fazendo

T =y



cosh z coshy = 3(cosh(z + y) + cosh(z — y))
sinh zsinhy = 5(cosh(z + y) — cosh(z — y))
sinh z coshy = &(sinh(z + y) + sinh(z — y))

(6)
cosh a + cosh b = 2 cosh QTH’ cosh aT_b
cosha — coshb = 2sinh “f2sinh 25
sinha + sinh b = 2sinh 4tb cosh 2%
[ ' — a+b ; a—b
Sinha — sinh b = 2 cosh =5~ sinh == )

Estas igualdades obtém-se das formulas ante-
riores e de

1
coshzsinhy = 5(sinh(ac—l—y)—sinh(a:-—y))

{azm—l—y o {:1:
b=xz—y x

fazendo

a-+0b
2

a—b
2



Finalmente iremos estabelecer as chamadas

Formulas de Moivre

Vm € R(cosh z + sinh )™ = cosh mx + sinhmx
vm € R(coshz — sinhz)™ = cosh mx — sinhmx

(8)

Para quaisquer x € R e m € R tem-se por (2)
(coshx 4+ sinhz)™ = (&¥)™ = ™™
— cosh mx + sinhmx

e do mesmo modo se demonstrava a segunda
propriedade.




