Graficos de Funcoes

Elementares



O grafico de uma f.r.v.r. € uma curva ou uma
uniao de curvas. Para a sua determinacao é ne-
cessario conhecer o comportamento da funcao.
Entre os varios aspectos da teoria das funcoes
ha a destacar:

1. Dominio;

2. Periodicidade e simetrias;

3. Pontos de descontinuidade;

4. Pontos de interseccao com 0OS €ixos;

5. Intervalos de monotonia e extremos;

6. Intervalos de concavidade e pontos de in-
flexao;

7. Assimptotas.



Alguns dos pontos acabados de referir irao ser
estudados mais a frente. Para além dos as-
pectos referidos, € possivel obter graficos de
funcOes reais de variavel real, recorrendo aos
graficos, ja conhecidos, de outras funcoes. Po-
demos assim usar 0s seguintes resultados.

Seja f uma funcao e c uma constante positiva.

Translacao Vertical

O grafico de g(z) = f(x) + ¢ € o grafico de f
deslocado verticalmente, no sentido positivo, ¢
unidades.

O grafico de g(x) = f(x) — ¢ é o grafico de f
deslocado verticalmente, no sentido negativo,
c unidades.



Translacao Horizontal

O grafico de g(z) = f(x + ¢) € o grafico de f
deslocado horizontalmente, no sentido nega-
tivo, ¢ unidades.

O grafico de g(x) = f(x — ¢) € o grafico de
f deslocado horizontalmente, no sentido posi-
tivo, ¢ unidades.

Reflexoes

O grafico de g(x) = —f(x) € o grafico de f,
reflectido em relacao ao eixo dos zzx.

O grafico de g(x) = f(—xz) € o grafico de f,
reflectido em relagao ao eixo dos yy.



Graficos de Funcoes Inversas

Graficamente uma funcao f tem inversa se e
somente se o grafico for cortado, no maximo,
uma vez por qualquer recta horizontal. Se f
tiver inversa entao os graficos de y = f(x)
e y = f~1(x) sdo reflexdes um do outro em
relacao a recta y = x (bissectriz dos quadran-
tes impares).



Funcoes Elementares

As funcoes elementares sao as funcoes poténcias,
exponenciais, circulares, hiperbdlicas e as suas
Inversas.

Funcao Poténcia de Expoente Natural

Chama-se Funcao Poténcia a qualquer funcao
da forma

f . R—R

r—y=a",

com n € N.

Se n € par o grafico € da forma:




Se n € impar o grafico tem o seguinte aspecto:

Funcao Poténcia de Expoente Negativo

Neste caso, tem-se

f : R\{0} — R

x—y==zx "

com n € N.

Os graficos da funcao poténcia de expoente
negativo, para n par € n impar, tém 0s seguin-
tes aspectos.



Funcoes Raizes

As FuncOes Raizes sao Funcbes Poténcias de
Expoente Racional. Além disso, também po-
dem ser Funcoes Inversas das Funcoes Poténcias
acabadas de estudar.



Funcao Raiz Indice Par

Como a funcao poténcia de expoente par nao é
injectiva no seu dominio, nao tem inversa. No
entanto, se considerarmos a funcao restricao
da funcao poténcia para os valores de x > 0O
esta é injectiva e assim podemos considerar a
sua funcao inversa:

f7t : ¢by —R
y—>W7

com n par.

Ora, como o dominio e contradominio da funcao
poténcia para = > 0 é ]R+, conclui-se que o
dominio e contradominio da funcao raiz também
é RT.



Para obter o grafico desta funcao basta fazer
uma reflexao do grafico da funcao poténcia
(considerando apenas os valores se x tais que
x > 0) relativamente a bissectriz dos quadran-
tes impares, como mostra a figura.
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Funcao Raiz Indice Impar

A funcao poténcia de expoente impar € injec-
tiva. Assim, a funcao inversa de f existe e
tem-se
f7t: ¢cby —R
Yy — W7

com n impar.



Ora, como o dominio e contradominio da funcao
poténcia é R, conclui-se que o dominio e con-
tradominio da funcao raiz também é R.

Funcoes Exponenciais

Chama-se Funcdo Exponencial de base a a
qualquer funcao da forma

f . R—R
r — y = a”,

ondea>0ea+*1.

As funcdes exponenciais tém um de dois as-
pectos basicos, consocante 0 <a <1 oua>1,
COMO veremos de seguida.
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Funcao Exponencial de base a > 1

/

Se a = e = 2.7182818284..., e¥ € chamada
Exponencial Natural.

Funcao Exponencial de base 0 <a< 1

N
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Funcao Logaritmo de base a > 1

A Funcao Exponencial de base a > 1 é injec-
tiva. Assim, a funcao inversa de f existe e
tem-se

f7* : ¢by —R
y — 1094 y.

A esta funcao da-se o nome de Funcdo Lo-
garitmo de base a . Ora, como o0 dominio e
contradominio da funcao exponencial de base
a (a > 1) é, respectivamente, R e RT, conclui-
se que o dominio e contradominio da funcao
logaritmo de base a (a > 1) é RT e R, respec-
tivamente.

y
1
1
-1
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Funcao Logaritmo de base 0 <a <1

A Funcao Exponencial de base 0 < a < 1 é
injectiva com dominio R e C'Dy =]0, +oo[ pelo
que podemos considerar a sua funcao inversa
f~1 cujo grafico é o seguinte.

y
1\
1
-1
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Funcoes Circulares Directas

Devido as definicdes de cosz, Sinxz e tanz,
apresentadas podemos considerar as seguintes

funcoes:

fl . R— R

xr — COSz,

f2 . R— R

r — Sinx,
fa R\{(2k+1)g:keZ}—>R
T —  tanc,

que se chamam Funcoes Circulares.
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Funcao Co-seno

A funcao co-seno € periodica de periodo 2w, O
que significa que o0 seu comportamento se re-
pete em sucessivos intervalos de comprimento
27T,

O grafico da funcao f; tem a forma seguinte.

E VALV

Funcao Seno

Como sinz = cos(xz — 5) entdo o seu grafico
obtém-se fazendo uma translacao horizontal
de % no sentido positivo do eixo dos xzx, cComo

mostra a figura.
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Funcao Tangente

A funcao tangente é periddica de periodo .
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Ha ainda a considerar as seguintes Funcdes
Circulares:

f : R\{kmr:keZ} — R

T — cotx = :
tanzx

f o R\{(2k+1)g:keZ}—>R

r — SeCx = .
COS x

f : R\{kmr:keZ} — R
1

sinz’

r — CSCx =
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Funcao Arco Co-seno

Como a funcao co-seno € uma funcao periodica,
conclui-se que nao € injectiva no seu dominio.
Assim, a funcao fi1 nao tem inversa. NoO en-
tanto, se considerarmos a funcao restricao da
funcdo co-seno ao conjunto Ay = [0, n], esta
€ injectiva e assim podemos considerar a sua
funcao inversa:

(fia)~ ' ¢ [-1,11 —R
Yy —— x = arccosy.

A esta funcao da-se o nome de Funcdo Arco
Co-seno . Devido a definicao de funcao inversa
tem-se:

Ve € [0,7] Vye[-1,1]

(y=cosx <& 1 = arccosy)
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Substituindo o valor de = e de y dados numa
das igualdades na outra igualdade, obtém-se:

cos(arccosy) =y, para ye¢€[-1,1];

arccos(cosxz) =x para zx € [0,m7].

Para obter o grafico desta funcao basta fa-
zer uma reflexao do grafico da funcao co-seno
(considerando apenas os valores se x tais que
0 < x < ) relativamente a bissectriz dos qua-
drantes impares, como mostra a figura.
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Funcao Arco Seno

A semelhanca da funcdo co-seno, a funcao
Seno Nao € injectiva no seu dominio. Se consi-
derarmos a funcao restricao da funcao seno ao
conjunto A> = [-5, 5], esta € injectiva e assim
podemos considerar a sua funcao inversa:

(faja,)~' ¢ [-1,1] — R
Yy —— x = arcsiny.
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A esta funcao da-se o nome de Funcao Arco
Seno . Devido a definicao de funcao inversa
tem-se:

™ T
Ve € [——. -] Vye[-1,1
ve[-2,7] vyel-1,1]

(y=sinx <« x = arcsiny)

Para obter o grafico desta funcao basta fa-
zer uma reflexao do grafico da funcao seno
(considerando apenas os valores se x tais que
—5 < x < 75) relativamente a bissectriz dos

2
quadrantes impares, como mostra a figura.

Funcao Arco Tangente

Da mesma maneira que as funcdoes seno e co-
seno, a funcao tangente nao é injectiva no seu

dominio.
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Se considerarmos a funcao restricao da funcao
tangente ao conjunto Az =]-73, 5[, esta € injec-
tiva e assim podemos considerar a sua funcao
inversa:

(f3ja3)"" + R—R
y —— x = arctany.

A esta funcao da-se o nome de Funcao Arco
Tangente . Para obter o grafico desta funcao
basta fazer uma reflexao do grafico da funcao
tangente (considerando apenas os valores se x
tais que —5 < x < 5) relativamente a bissectriz
dos quadrantes impares, como mostra a figura.
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Funcoes Hiperbolicas Directas

Devido as definicdes de coshx, sinhx, tanhx
e cothxz, apresentadas, podemos introduzir as
seguintes funcoes:

f4 . R— R
el + e
xr —— COShx = :
2
f5 . R— R
el _ o= %
xr — Sinhx = :
2
f6 . R— R
Sinh x
r — tanhx = .
coshx

que se chamam Funcoes Hiperbolicas Directas.
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Os graficos das funcdes hiperbdlicas directas
Sao

24



Ha ainda a considerar as seguintes Funcdes Hi-
perbodlicas:

f : R\{0} — R

1
€T — cothx =
tanh x
f . R—R
1
r — Sech x =
cosh x
f : R\{0} — R
1
r — CSCh x = —
sinh x
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Funcoes Hiperbolicas Inversas

Funcao Argumento Co-seno Hiperbolico

A funcao
f5 . R— R
r — COShx

nao é injectiva no seu dominio (para o confir-
mar basta observar o seu grafico), mas € injec-
tiva em [0, +oo[. Além disso CDy = [1,4ool.
Assim a sua restricao a [0, +oo[ tem inversa

71 [1,4c[— R
Yy —— x = argcoshuy.

A esta funcao da-se o nome de Funcao Ar-
gumento Co-seno Hiperbolico. Devido a de-
finicao de funcao inversa tem-se:

Vo € [0,4o0o[ Vy € [1,+o0]

(y=coshax <& x = argcoshy)
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e portanto

Vz € [0,400[ argcosh(coshz) ==«

Vy € [1,4oc[ cosh(argcoshy) = .

Para x < 0, cosh x existe e tem-se

arg cosh(cosh ) = arg cosh(cosh(—x)) = —=.
Donde

Ve € R argcosh(coshzx) = |z|.

Para obter o grafico desta funcao basta fazer
uma reflexao do grafico da funcao Co-seno Hi-
perbdlico (considerando apenas os valores se x
tais que = € [0,4+oo[) relativamente a bissec-
triz dos quadrantes impares, como mostra a

figura.

~
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Funcao Argumento Seno Hiperbodlico

A funcao

f6 . R— R

r — Sinhx

é injectiva em R e portanto tem inversa (com
CDf = ]R)Z

71 R—R
y — x = argsinhy.

A esta funcao da-se o nome de Funcao Argu-
mento Seno Hiperbolico. Devido a definicao
de funcao inversa tem-se:

Vre R VyelR
(y=sinhzx <« x = argsinhy)
e portanto
Vo € R argsinh(sinhxz) = z, sinh(argsinhz) = x.
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Funcao Argumento Tangente Hiperbolica

A funcao
f7 . R— R
r — tanhx

é injectiva em R e o0 seu contradominio é
]—1,1[. A sua inversa é dada por:
f_l : ]—1,1[—>]R
y —— x = argtanhuy.

A esta funcao da-se o nome de Funcao Ar-
gumento Tangente Hiperbolica. Devido a de-
finicao de funcao inversa tem-se:
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Vee]l—-1,1[ VyeR

(y=tanhxz << x = argtanhy).

Substituindo x pelo seu valor, argtanhy, na
primeira equacao vem

Vy €] — 1,1[ tanh(argtanhy) =yv.
Fazendo o mesmo com y obtém-se

V€ R argtanh(tanhz) = z.
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